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Annotatsiya

Ushbu maqolada kvazichiziqli issiqlik tarqalish tenglamasining fizik va matematik
asoslari o‘rganilgan. Issiqlik o‘tkazuvchanlik jarayonlarini modellashtirishda
energiyaning saqlanish qonuni va Furye qonunidan kelib chiqib, kvazichiziqli parabolik
tenglamaning hosil qilinishi bayon etilgan. Shuningdek, tenglamaning boshlang‘ich va
chegaraviy shartlari, matematik klassifikatsiyasi, yechimning mavjudligi va yagonaligi
masalalari hamda amaliy tatbiqlari tahlil qilingan. Zamonaviy muhandislik va fizika
masalalarida mazkur tenglamaning ahamiyati ko‘rsatib berilgan.

Kalit so‘zlar: issiqlik tarqalishi, kvazichiziqli tenglama, parabolik tenglama, Furye
qonuni, energiya saqlanishi, matematik modellashtirish, sonli usullar.

Kirish. Issiqlik almashinuvi tabiatda va texnikada eng keng tarqalgan fizik
jarayonlardan biri hisoblanadi. Qattiq jismlar, suyuqliklar va gazlarda haroratning vaqt
va fazo bo‘yicha o‘zgarishini tadqiq qilish zamonaviy fizika, muhandislik, geofizika va
biomeditsina sohalari uchun muhim ahamiyatga ega. Issiqlik o‘tkazuvchanlik
nazariyasining asosiy vazifasi harorat maydonining evolyutsiyasini matematik jihatdan
ifodalashdan iborat.

Klassik holatda issiqlik tarqalish jarayoni chiziqli issiqlik tenglamasi orqali
tavsiflanadi. Biroq real muhitlarda issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsiyenti, issiqlik
sig‘imi yoki ichki issiqlik manbai haroratga bog‘liq bo‘lishi mumkin. Bu holat
tenglamaning nochiziqli xususiyat kasb etishiga olib keladi. Agar yuqori tartibli
hosilalar chiziqli qatnashib, ularning oldidagi koeffitsiyentlar noma’lum funksiyaga
bog‘liq bo‘lsa, bunday tenglama kvazichiziqli differensial tenglama deb ataladi [1].
Kvazichiziqli issiqlik tenglamalari metallurgiya, yadro energetikasi, yer qobig‘idagi
geotermik jarayonlar, biologik to‘qimalardagi issiqlik almashinuvi kabi ko‘plab
sohalarda qo‘llaniladi [2].
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Issiqlik tarqalish jarayonlari tabiiy va texnik tizimlarda eng ko‘p uchraydigan
fizik hodisalardan biridir. Qattiq jismlar, suyuqliklar va gazlarda haroratning vaqt
bo‘yicha va fazodagi o‘zgarishini matematik ifodalash uchun issiqlik o‘tkazuvchanlik
nazariyasi qo‘llaniladi. Klassik yondashuvda bu jarayon chiziqli issiqlik tenglamasi
orqali ifodalanadi. Biroq ko‘plab real muammolarda issiqlik o‘tkazuvchanlik
koeffitsienti, issiqlik sig‘imi yoki issiqlik manbai haroratga bog‘liq bo‘ladi. Natijada
tenglama nochiziqli ko‘rinishga o‘tadi. Agar yuqori tartibli hosilalar oldidagi
koeffitsientlar noma’lum funksiyaga bog‘liq bo‘lsa, bunday tenglama kvazichiziqli
(quasilinear) differensial tenglama deb ataladi.

Kvazichiziqli issiqlik tarqalish tenglamasi ko‘plab muhandislik, geofizika,
metallurgiya, energetika va biologik jarayonlarda qo‘llaniladi. Shu bois uning qo‘yilishi,
fizik asoslari va matematik ifodasi ilmiy nuqtai nazardan muhim ahamiyatga ega.

Issiqlik tarqalish jarayonining fizik asoslari

Issiqlik o‘tkazuvchanlik hodisasi molekulalar harakati va ularning o‘zaro ta’siri
natijasida energiyaning issiq sohadagi nuqtalardan sovuqroq sohalarga o‘tishi bilan
tavsiflanadi. Bu jarayonni matematik modellashtirish uchun uchta asosiy prinsip
qo‘llaniladi:

1. Energiyaning saqlanish qonuni
2. Fure qonuni (issiqlik oqimi qonuni)
3. Moddaning fizik xossalari (zichlik, issiqlik sig‘imi va boshqalar)

1.1. Fure qonuni

Issiqlik oqimi zichligi harorat gradientiga proporsional:

q�� =−k(u)∇u
Bu yerda:

 q�� — issiqlik oqimi vektori,
 k(u) — issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti (haroratga bog‘liq bo‘lishi

mumkin),
 u(x,t)— harorat funksiyasi.

Agar k doimiy bo‘lsa, tenglama chiziqli bo‘ladi. Agar k=k(u) bo‘lsa, tenglama
kvazichiziqli ko‘rinishga o‘tadi.

Kvazichiziqli tenglama tushunchasi
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Differensial tenglama kvazichiziqli deyiladi, agar eng yuqori tartibli hosilalar
chiziqli ko‘rinishda qatnashsa, lekin ularning oldidagi koeffitsientlar noma’lum
funksiyaga bog‘liq bo‘lsa.

Umumiy ko‘rinish:

a(u)
∂2u
∂x2

+b(u)
∂2u
∂y2

+⋯ =f(x,t,u,∇u)

Issiqlik tenglamasi uchun:

c(u)
∂u
∂t
=∇⋅ (k(u)∇u)+Q(x,t,u)

Bu yerda:

 c(u)— issiqlik sig‘imi,
 k(u)— issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti,
 Q(x,t,u)— ichki issiqlik manbai.

Bir o‘lchovli kvazichiziqli issiqlik tenglamasi

Bir o‘lchovli holda:

c(u)
∂u
∂t
=
∂
∂x

k(u)
∂u
∂x

+Q(x,t,u)

Agar c(u)=ρcp(u)deb olinsa, bu yerda:

 ρ— zichlik,
 cp(u)— issiqlik sig‘imi.

Tenglama quyidagi shaklga keladi:

ρcp(u)
∂u
∂t
=
∂
∂x

k(u)
∂u
∂x

Bu klassik kvazichiziqli parabolik tenglamadir.

Chegaraviy va boshlang‘ich shartlar
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Kvazichiziqli issiqlik tenglamasini to‘liq qo‘yish uchun quyidagi shartlar beriladi:

Boshlang‘ich shart

u(x,0)=u0(x)
Chegaraviy shartlar

Dirixle sharti:

u(0,t)=φ1(t),u(L,t)=φ2(t)
Neyman sharti:

∂u
∂x
(0,t)=ψ1(t)

Robin sharti:

−k(u)
∂u
∂x
=α(u−umuℎit)

Ko‘p o‘lchovli hol

Uch o‘lchovli sohada:

c(u)
∂u
∂t
=∇⋅ (k(u)∇u)+Q(x,t,u)

Bu yerda:

∇⋅ (k(u)∇u)=
∂
∂x

k(u)
∂u
∂x

+
∂
∂y

k(u)
∂u
∂y

+
∂
∂z

k(u)
∂u
∂z

6. Tenglamaning matematik klassifikatsiyasi

Kvazichiziqli issiqlik tenglamasi parabolik tipdagi differensial tenglama hisoblanadi.
Paraboliklik sharti:

k(u)>0
Bu shart bajarilsa, masala yaxshi qo‘yilgan bo‘ladi va yechimning mavjudligi hamda
yagona ekanligi isbotlanadi.

Chiziqli va kvazichiziqli tenglamalar farqi
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Belgilar Chiziqli Kvazichiziqli
Koeffitsient Doimiy u ga bog‘liq
Superpozitsiya Amal qiladi Amal qilmaydi
Analitik yechim Ko‘p hollarda mavjud Kam hollarda

Amaliy qo‘llanishlar:

Kvazichiziqli issiqlik tenglamasi quyidagi sohalarda qo‘llaniladi:

 Metall eritish va sovitish jarayonlari
 Geotermik jarayonlar
 Kimyoviy reaksiyalarda issiqlik tarqalishi
 Biologik to‘qimalarda issiqlik almashinuvi
 Yadro reaktorlari

Masalan, metallning issiqlik o‘tkazuvchanligi harorat oshishi bilan o‘zgaradi. Bu
jarayonni oddiy chiziqli tenglama bilan ifodalab bo‘lmaydi.

Kvazichiziqli tenglamaning xossalari

1. Nochiziqlilik sababli analitik yechim topish qiyin.
2. Ko‘pincha sonli usullar qo‘llaniladi.
3. Yechim silliqligi boshlang‘ich shartlarga bog‘liq.
4. Kuchsiz yechim tushunchasi muhim ahamiyatga ega.

Kvazichiziqli issiqlik tarqalish tenglamasi real fizik jarayonlarni yanada aniqroq
modellashtirish imkonini beradi. U energiyaning saqlanish qonuni va Fure qonuniga
asoslanadi. Agar issiqlik o‘tkazuvchanlik yoki issiqlik sig‘imi haroratga bog‘liq bo‘lsa,
tenglama kvazichiziqli shaklga o‘tadi.

Tenglamaning umumiy ko‘rinishi:

c(u)
∂u
∂t
=∇⋅ (k(u)∇u)+Q(x,t,u)

Bu tenglama parabolik tipga kiradi va unga boshlang‘ich hamda chegaraviy shartlar
berilishi zarur. Kvazichiziqli tenglamalar murakkab matematik tahlilni talab qiladi va
ko‘pincha sonli usullar yordamida yechiladi.
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Kvazichiziqli tenglamalarni yechish usullari:

Analitik usullar

Ayrim soddalashtirilgan hollarda:

 o‘zgaruvchilarni ajratish;
 integral o‘zgartirishlar;
 simmetriya usullari yordamida yechim topish mumkin. Biroq kvazichiziqli

hollarda analitik yechimlar juda kam uchraydi.

Sonli usullar

Amaliyotda quyidagi usullar keng qo‘llaniladi:

 chekli ayirmalar usuli;
 chekli elementlar usuli;
 chekli hajmlar usuli;

Galyorkin usuli.

Ayniqsa chekli elementlar usuli murakkab geometriyali sohalar uchun yuqori
samara beradi.

So‘nggi yillarda kvazichiziqli parabolik tenglamalar sohasida quyidagi
yo‘nalishlarda tadqiqotlar olib borilmoqda:

nochiziqli dinamik rejimlarni tahlil qilish;

yuqori aniqlikdagi sonli algoritmlar yaratish;

sun’iy intellekt yordamida parametrlarni identifikatsiyalash;

ko‘p masshtabli modellashtirish;

fazaviy o‘zgarishlar bilan bog‘liq jarayonlarni o‘rganish.

Bu tadqiqotlar muhandislik va sanoat texnologiyalarining rivojlanishi uchun
muhim ahamiyatga ega.

Kvazichiziqli issiqlik tarqalish tenglamasi real muhitlardagi issiqlik almashinuv
jarayonlarini aniq modellashtirish imkonini beruvchi muhim matematik model
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hisoblanadi. U energiya saqlanish qonuni va Furye qonuniga asoslangan bo‘lib, issiqlik
o‘tkazuvchanlik koeffitsiyenti yoki issiqlik sig‘imi haroratga bog‘liq bo‘lgan hollarda
qo‘llaniladi.

Tahlil natijalari shuni ko‘rsatadiki, kvazichiziqli tenglamalarning matematik
xususiyatlari chiziqli holatga nisbatan ancha murakkab bo‘lib, ularni tadqiq qilishda
funksional analiz, variatsion usullar va sonli hisoblash metodlaridan foydalanish talab
etiladi. Zamonaviy texnologiyalar, energetika, metallurgiya va biomeditsina sohalarida
mazkur tenglamalarning ahamiyati yil sayin ortib bormoqda.
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